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ОПТИМИЗАЦИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СВОЙСТВ И ГЕОМЕТРИИ
ПРОСТЕЙШИХ ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИИ

Проведено исследование оптимизационной задачи о максимизации первой собственной часто-
ты для простейших элементов конструкций – балки и пластинки. В качестве управляющих
функций выступают механические упругие свойства и геометрические характеристики, кото-
рые представляют собой функции одной переменной. Построены соотношения Релея, получе-
ны условия оптимальности. Исследованы модельные задачи об изгибных колебаниях неодно-
родных упругих балки круглого поперечного сечения и круглой пластинки. Определены опти-
мальные распределения площади поперечного сечения (толщины пластинки) и модуля Юнга
в классе полиномов с учетом их свойств положительности, ограничений на среднее распреде-
ление, а также с учетом ограничений сверху и снизу на значения соответствующих функций.
Оптимизационные задачи решены с привлечением генетических алгоритмов и проекционного
метода Галеркина. Приведены результаты расчетов и сравнительный анализ с однородным
случаем.
Ключевые слова: балка, круглая пластинка, неоднородность, оптимизация геометрии и
свойств, первая собственная частота, метод Галеркина, генетический алгоритм.

Введение. Задачи оптимального проектирования элементов конструкций
являются предметом исследования уже не один десяток лет. Определение опти-
мальных параметров простейших элементов (балок, пластин) позволяет на этапе
проектирования повысить эксплуатационные способности объекта при сохране-
нии/уменьшении веса конструкции. Правильный подбор и оптимизация свойств
элементов конструкции (например, прочности, жесткости/податливости, устой-
чивости) обеспечивают надежность и продолжительный срок эксплуатации из-
делий, что особенно важно для конструкций ответственного назначения.

На первых этапах решения оптимизационных задач в качестве управляющих
параметров выступали геометрические характеристики объектов исследования
(толщина, площадь поперечного сечения и др.) [1–6]. В дальнейшем, с появ-
лением новых современных материалов и технологий создания композитных и
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функционально-градиентных материалов приобретает актуальность задача оп-
тимального проектирования механических свойств объектов [7–8]. Например,
оптимизация механических свойств балок и пластин с целью максимизации пер-
вой собственной частоты, повышения устойчивости при максимизации внешней
силы, увеличение прочностных характеристик при уменьшении массы объекта,
что особенно важно в авиастроении, приборостроении и биоинженерии.

Современные технологии аддитивного производства открыли широкие воз-
можности топологической оптимизации. Этот класс оптимизационных задач за-
нимает по праву особое место в классе задач оптимизации свойств материалов.
Топологическая оптимизация предполагает оптимальное распределение массы
с целью улучшения прочностных механических свойств (жесткость, устойчи-
вость) [9–13]. При этом стоит отметить, что аналитические методы исследова-
ния в задачах топологической оптимизации уступают место численным расче-
там с использованием конечно-элементных пакетов и эвристических алгоритмов
для определения оптимальных параметров. Связано это, в первую очередь, со
сложной геометрией объекта, которая получается в результате топологической
оптимизации.

Однако в некоторых случаях удается построить аналитическое оптимальное
решение на основе условий оптимальности, полученных на базе вариационных
принципов. Так, в работах [14–17] рассмотрены задачи оптимизации первой соб-
ственной частоты при управлении механическими упругими, вязкоупругими и
термоупругими свойствами простейших элементов конструкций.

Особый интерес представляют задачи оптимизации пористых стержней и
пластин, которые имеют непосредственное применение в биомеханике при изго-
товлении и моделировании медицинских протезов и заместительных биоэлемен-
тов. Основные модели пороупругости – это модель Био с заполненными порами,
модель Ковина с пустыми порами. Возможные постановки оптимизационных за-
дач для пороупругих материалов варьируются от оптимизации пористости, до
подбора оптимальных геометрических параметров элементов конструкций. Так,
в работе [18] осуществлена многокритериальная оптимизация распределения
углеродных нанотрубок по толщине в функционально-градиентных пористых
балках. В работах [19–20] рассмотрены различные постановки оптимизацион-
ных задач для пороупругих балок в рамках модели Тимошенко, рассмотрены
спектральная оптимизационная задача [15] в случае, когда пористость меняет-
ся по толщине балки, а также многокритериальная оптимизационная задача,
связанная с максимизацией критической нагрузки при потере устойчивости и
одновременной минимизацией массы пористой балки в случае, когда пористость
меняется в двух направлениях [18].

Стоит также отметить, что для простейших элементов конструкций характер
неоднородности должен иметь достаточно простой закон изменения по коорди-
натам, обеспечивающий эффективное управление технологическими процессами
при изготовлении соответствующих элементов конструкций. Это приводит к но-
вым формулировкам задач оптимального проектирования свойств материалов
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на конечномерных множествах простой структуры, например, среди полиноми-
альных, экспоненциальных, кусочно-постоянных и кусочно-линейных функций.

В рамках представленной работы проведено исследование спектральной оп-
тимизационной задачи о максимизации первой собственной частоты неоднород-
ной функционально-градиентной по длине балки с переменной площадью по-
перечного сечения, а также для неоднородной пластинки с переменными меха-
ническими свойствами и толщиной. Проведена одновременная оптимизация по
двум управляющим функциям – переменному радиусу (толщине) и переменному
модулю Юнга.

1. Постановка спектральной оптимизационной задачи для произ-
вольного упругого неоднородного тела. Спектральная оптимизационная
задача состоит в оптимизации спектральных характеристик упругого тела, на-
ходящегося в состоянии установившихся вынужденных или свободных колеба-
ний. В рамках данного исследования рассмотрены свободные колебания упру-
гого неоднородного тела, занимающего объем V с границей S. Уравнения коле-
баний, определяющие соотношения и граничные условия имеют вид

σij,j + ρω2ui = 0, i, j, k, l = 1, 2, 3; (1)

σij = Cijkluk,l; (2)

ui|Su
= 0, σijnj |Sσ

= 0, (3)

где Cijkl, nj – компоненты тензора упругих модулей и компоненты вектора внеш-
ней нормали к поверхности. Ограничимся рассмотрением случая изотропного
тела, допускающего описание механических свойств двумя характеристиками,
например, модулем Юнга E(x) и коэффициентом Пуассона ν. В данном иссле-
довании будем полагать ν = const.

Спектральная оптимизационная задача состоит в максимизации первой резо-
нансной частоты. В качестве управляющих функций выступают геометрия обла-
сти и механические характеристики среды. На управляющие функции
fi(x), i = 1..n наложены дополнительные условия в виде ограничения сверху
и снизу (4), либо ограничения на среднее значение вида (5)

fi min < fi (x) < fi max; (4)

∫
V
fidV = f0i, i = 1..n. (5)

Составим соотношение Релея для нахождения первой собственной частоты
для произвольного упругого тела. Для этого умножим каждое из уравнений (1)
на соответствующую функцию ui и проинтегрируем по области V

k2 =

∫
V σmj,jumdV∫
V ρu

2
m dV

=

∫
V Cmjrlur,lum,jdV∫

V ρu
2
mdV

→ min
fi

. (6)
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Для решения оптимизационной задачи построим общий функционал, учитыва-
ющий дополнительное условие вида (5), согласно методу произвольных множи-
телей Лагранжа (λi):

J [f1, . . . , fn] =

∫
V Cmjrlur,lum,jdV∫

V ρu
2
mdV

−
n∑
i=1

λi

(∫
V
fi(x)dx− f0i

)
. (7)

Оптимальное решение определяется из основного вариационного принципа и
достигается на функциях, удовлетворяющих условию

δJ [fi] = 0. (8)

Рассмотрим модельные задачи для неоднородных элементов – балки пере-
менного поперечного сечения и круглой пластинки переменной толщины. Ос-
новное внимание будет уделено поиску решения в классе полиномов, поскольку
при изготовлении элементов конструкции из функционально-градиентных ма-
териалов (ФГМ) полиномиальное распределение представляется наиболее воз-
можным.

Стоит также отметить, что ряд модельных задач в случае неоднородных
балок и пластин с постоянными геометрическими характеристиками были рас-
смотрены ранее в работах [14, 20], и в зависимости от способов закрепления
имеют аналитическое решение. Однако для получения аналитического решения
приходится накладывать определенные ограничения на поведение управляющих
функций на конце стержня, либо на краю круглой пластинки, в частности, обра-
щение их в ноль, что, вообще говоря, является не совсем физичным. В данном
исследовании рассматривается более обобщенная и практически реализуемая
постановка соответствующих оптимизационных задач для нескольких управля-
ющих функций, разыскиваемых в классе полиномов fi =

∑m
j=0Cjx

j . При этом
ограничения на соответствующие функции накладываются только в виде (4) и
(5).

Для решения оптимизационных задач наиболее универсальным подходом яв-
ляется подход, основанный на применении эвристических алгоритмов. В частно-
сти, в данном исследовании применен генетический алгоритм (ГА) для опреде-
ления оптимальных коэффициентов полиномиальных разложений Cj управляю-
щих функций. Область поиска соответствующих параметров в ГА определяется
условиями (4) и (5). В качестве фитнес функции задается функция, которая
на входе принимает коэффициенты Cj и возвращает значение спектрального
параметра, определяемого на базе проекционного метода Галеркина.

2. Модельная задача об изгибных колебаниях упругого стержня с
переменными модулем Юнга и площадью поперечного сечения. Рас-
смотрим свободные изгибные колебания в рамках модели Бернулли-Эйлера неод-
нородной балки длины l с переменной площадью поперечного сечения, опреде-
ляемого переменным радиусом r(x). Обезразмеренная краевая задача для кон-
сольной балки (Задача 1) имеет вид(

Eh2w′′)′′ − k2hw = 0, x ∈ [0, 1];
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w(0) = w′(0) = 0; (9)(
Eh2w′′) (1) = (Eh2w′′)′ (1) = 0.

Здесь k2 = Aρω2/h0E0 и h = r2 – соответственно спектральный параметр и
функция, определяемая квадратом радиуса поперечного сечения балки.

Оптимизационная задача состоит в определении оптимальных функцийE(x),
h(x), при которых соответствующий спектральный параметр принимает макси-
мальное значение.

Для управляющих функций сформулированы дополнительные условия на
их средние распределения:∫ 1

0
E(x)dx = E0,

∫ 1

0
h(x)dx = h0. (10)

Получено соотношение Релея для первой собственной частоты и общий функ-
ционал

k2 =

∫ 1
0 Eh

2w′′ 2dx∫ 1
0 hw

2dx
→ max

E,h
; (11)

J [E, h,w] =

∫ 1
0 Eh

2w′′ 2dx∫ 1
0 hw

2dx
−λ1

(∫ 1

0
E(x)dx− E0

)
−λ2

(∫ 1

0
h(x)dx− h0

)
, (12)

где λ1, λ2 – постоянные множители Лагранжа.
Из вариационного принципа, проварьировав функционал J по E, h, w, по-

лучим следующие условия оптимальности:

h2w′′ 2 = a2, a = const; (13)

2hEw′′ 2 − k2w2 = b2, b = const; (14)(
Eh2w′′)′′ − k2hw = 0, (15)

где a2 = λ1
∫ 1
0 hw

2dx, b2 = λ2
∫ 1
0 hw

2dx. Путем несложных математических
действий можно получить соотношение вида a2

b2
= h0

E0
.

К полученным условиям оптимальности следует добавить дополнительные
условия вида (10) и граничные условия (8) или (9).

Рассмотрим частные случаи оптимизационной задачи (8)–(15).
Случай 1. Консольная балка постоянного поперечного сечения h(x). В этом

случае из условия (13) и граничных условий в нуле определяется первая соб-
ственная форма колебаний с точностью до произвольной константы [15, 17]. При
этом возможно получить аналитическое решение задачи из условий оптималь-
ности (15), добавив к ним дополнительные условия на свободном конце стержня
вида E(1) = 0, E′(1) = 0. Тогда

w∗ = x2, E∗ = 20E0

(
x4

24
− x

6
+

1

8

)
, k2∗ = 20. (16)

86



Оптимизация механических свойств и геометрии простейших элементов конструкции

В случае однородной балки постоянного поперечного сечения спектральная ха-
рактеристика k2∗ = 12.36.

Случай 2. Рассмотрим случай, когда функция, характеризующая площадь
поперечного сечения меняется по линейному закону. С учетом дополнительных
условий найдено h∗(x) = 2h0(1 − x). Далее, из дифференциального уравнения
(13) и граничных условий в нуле (9) найдем функцию
w∗(x) = − a

2h0
((1− x) ln(1− x) + x). Подставив в (15) найдем функцию

E∗(x) = k2(1− x)E1(x, h0), функция E1(x) не приводится в силу громоздкости.
Далее, из условия (10) найдем k2∗.

Например, в случае h0 = 0.1, E0 = 1, k2∗ = 21 выигрыш по сравнению со слу-
чаем 1 однородной балки постоянного поперечного сечения (16) составляет 5%.
Вид оптимальной функции распределения модуля Юнга приведен на рисунке 1.

Рис.1. Оптимальное распределение E в случае балки постоянной площади поперечного
сечения (штрихпунктир); E и h

h0
в случае линейного закона изменения h (сплошные линии)

Случай 3. Случай распределения функций E(x), h(x) по квадратичному
закону исследован на основе численных алгоритмов с применением ГА. Так,
например, при

h0 = 0.1, E0 = 1, Emin = 0.5, Emax = 2, hmin = 0.05, hmax = 0.5, (17)

получено оптимальное значение спектрального параметра k2∗ = 36.415 и опти-
мальные распределения модуля Юнга и толщины (рис. 2):

E∗ = −1.756x2 + 1.803x+ 0.684, h∗ = 0.174x2 − 0.32x+ 0.202.
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Рис.2. Оптимальное распределение E (синяя штрихпунктирная) и
h (черная штрихпунктирная) в классе полиномов второй степени;
сплошными линиями показаны случаи постоянных распределений

3. Модельная задача о собственных колебаниях круглой пластин-
ки с переменным модулем Юнга и переменной толщиной. Рассмотрим
модельную задачу о собственных изгибных колебаниях упругой неоднородной
круглой пластинки (Задача 2) с переменным модулем Юнга E (r) и переменной
толщиной h(r), которые изменяются по радиальной координате r ∈ [0, R].

В рамках гипотез Кирхгофа-Лява [20] краевая задача имеет вид [14], [20](
r

[
D

(
w′′ +

w′

r

)′
+D′

(
w′′ + ν

w′

r

)])′

= ρω2hrw; (18)

D (r) =
E (r)h3

12 (1− ν2)
,

где ω, ρ, ν, D – круговая частота, плотность, коэффициент Пуассона (постоян-
ный) и цилиндрическая жесткость соответственно.

Проведем обезразмеривание задачи, введя следующие безразмерные пере-
менные и функции

r = r̃R, w = w̃R, h = h0Rh̃ (r̃) , E = Ẽ (r̃)E0,
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k2 =
ρω2R2A

E0
, A =

12
(
1− ν2

)
h20

,

где h0, E0 – характерные значения соответствующих функций, например, их
значения при r = R. Знак волны в дальнейших выкладках будем опускать.

Рассмотрим случай жесткого закрепления края пластинки:

w′(1) = w(1) = 0, (19)

w′ (0) = 0, Qr (0) = 0,

где Qr = D
(
w′′ + w′

r

)′
+D′

(
w′′ + ν w

′

r

)
, Mrr = −D

(
w′′ + ν w

′

r

)
.

Соотношение Релея для первой собственной частоты в случае упругой пла-
стинки имеет вид

k2 =
∫10 Eh3

(
w

′′2 + 2ν
r w

′w′′ + w
′2

r2

)
dr

∫10 hw2rdr
. (20)

Оптимизационная задача состоит в определении оптимальных функцийE(r),
h(r), доставляющих максимум первой собственной частоты, определяемой вы-
ражением (20) с учетом дополнительных условий вида (4) и (5):

1
∫
0
rE (r) dr = 1,

1
∫
0
rh (r) dr = 1.

Из вариационного принципа получим условия оптимальности в виде

h3(w′′2 +
2ν

r
w′w′′ +

w′2

r2
) = a2, a = const; (21)

3h2 E

(
w′′2 +

2ν

r
w′w′′ +

w′2

r2

)
− k2w2 = b2, b = const; (22)(

r

[
D

(
w′′ +

w′

r

)′
+D′

(
w′′ + ν

w′

r

)])′

− k2hrw = 0 . (23)

В случае Задачи 2 аналитическое решение получить не представляется воз-
можным. Решение задачи об определении собственных частот неоднородной
пластинки может быть получено численно на базе проекционного метода Галер-
кина. В качестве координатных функций выбраны удовлетворяющие граничным
условиям функции, имеющие вид

φk (r) =
(
1− r2

)2
r2(k−1).

При этом решение представляется в виде линейной комбинации

w =

n∑
k=1

Bkφk (r) .
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Далее составляется интегральная невязка и из условия равенства нулю опре-
делителя системы относительно Bk определяются собственные частоты, в част-
ности, первая собственная частота.

Оптимальная задача решена в классе четных функций – полиномов чет-
вертой степени и сведена к определению полиномиальных коэффициентов из
генетических алгоритмов. При этом в основе фитнес функции лежит описанная
выше схема определения первой собственной частоты.

На рисунке 3 приведены результаты расчетов для случая R = 1, ν = 0.3,
Emin = 0.5, Emax = 4, hmin = 0.5, hmax = 4. При этом получено оптимальное
значение спектрального параметра k2∗ = 37.251. В случае же постоянных E0, h0
получаем k2∗ = 28.894, и, таким образом, выигрыш составляет порядка 28%.

Рис. 3. Оптимальное распределение E и h для круглой пластинки

Заключение. Проведено исследование многокритериальной оптимизацион-
ной задачи для первой собственной частоты круглой неоднородной пластины
и балки с переменными модулем Юнга и площадью поперечного сечения. Рас-
смотрены модельные задачи, получены условия оптимальности. Рассмотрена
универсальная схема решения оптимизационной задачи поиска оптимальных
распределений управляющих функций в классе полиномов на базе генетиче-
ского алгоритма. Сравнительный анализ результатов со случаями постоянных
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значений управляющих функций и результатами, полученными ранее в других
работах, подтверждают оптимальность полученных решений.

Информация о финансовой поддерже: Исследование выполнено за счет
гранта Российского научного фонда № 22-11-00265-П, https://rscf.ru/project/22-
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O.V. Yavruyan
Optimization of mechanical properties and geometry of simple structural elements.

The paper studies the optimization problem of maximizing the first natural frequency for the
simplest structural elements, such as beams and plates. The control functions are the mechanical
elastic properties and geometric characteristics, which are functions of a single variable. The paper
constructs the Rayleigh relations and derives the optimality conditions. It also explores model
problems related to the bending vibrations of inhomogeneous elastic beams with circular cross-
sections and circular plates. The optimal distributions of the cross-sectional area (plate thickness)
and the Young’s modulus in the class of polynomials are determined, taking into account their
positivity properties, constraints on the average distribution, as well as upper and lower bounds
on the values of the corresponding functions. The optimization problems are solved using genetic
algorithms and the Galerkin projection method. The results of calculations and a comparative
analysis with the homogeneous case are presented.

Keywords: beam, circular plate, heterogeneity, geometry and properties optimization, first
eigenfrequency, Galerkin method, genetic algorithm.
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