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УСЛОВИЯ ГЛОБАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ
БЕСТОКОВОЙ МОДЕЛИ СИНХРОННОГО ЭЛЕКТРОМОТОРА
ПРИ НЕЛИНЕЙНОМ МОМЕНТЕ НАГРУЗКИ

При помощи разработанного ранее подхода, основанного на методе нелокального сведения
Г.А. Леонова, получены в явном виде условия глобальной устойчивости бестоковой модели
синхронного электромотора при нелинейном диссипативном моменте нагрузки.
Ключевые слова: синхронный электромотор, глобальная устойчивость, метод нелокаль-
ного сведения, принцип инвариантности Ла-Салля.

Введение. Приведем несколько известных определений и фактов из теории
фазовых систем. Систему обыкновенных дифференциальных уравнений, у ко-
торой при записи в нормальном виде ее правая часть периодична по некоторым
компонентам фазового вектора (по угловым переменным), в теории фазовой
синхронизации называют фазовой [1, стр. 265]. Если автономная фазовая систе-
ма имеет стационарное решение, то она имеет счетное множество стационарных
решений, которые получаются из исходного сдвигами на периоды по угловым
переменным. Важной научной и практической задачей является установление
условий, при которых любое решение фазовой системы стремится с течением
времени к одному из стационарных решений, то есть, согласно определению
[2, стр. 67], она является системой градиентного типа, или, по терминологии
[1, стр. 271], эта система глобально асимптотически устойчива. Если систе-
ма градиентного типа имеет только одно локально асимптотически устойчивое
стационарное решение (с точностью до сдвигов на периоды), то ее называют
глобально устойчивой [2, стр. 67].
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Общий подход к получению достаточных условий глобальной асимптотиче-
ской устойчивости автономной фазовой системы дает принцип инвариантности
Ла-Салля в форме теоремы VIII [3]. Но непосредственное применение этой тео-
ремы к фазовым системам затруднено даже в случае фазовой системы с одной
угловой переменной. Это затруднение вызвано тем, что используемая в данной
теореме функция Ляпунова с неположительной производной по времени в си-
лу рассматриваемой системы уравнений должна быть ограниченной снизу во
всем фазовом пространстве. Однако обычные методы построения функций Ля-
пунова для конкретных систем, основанные на теореме об изменении энергии,
приводят к функциям, содержащим член, линейный по угловой переменной, и
поэтому неограниченным в фазовом пространстве.

Способ преодоления указанного затруднения предложил Г.А. Леонов, полу-
чив для автономных фазовых систем с одной угловой переменной достаточные
условия ограниченности угловой переменной [4, теорема 1; 1, теорема 4.4.1]. Это
позволило ему разработать метод нелокального сведения, позволяющий вывести
свойство глобальной устойчивости многомерной автономной фазовой системы с
одной угловой переменной из свойства глобальной устойчивости одного эталон-
ного дифференциального уравнения второго порядка.

На основе этого метода в [5] найдены легко проверяемые достаточные усло-
вия глобальной устойчивости многотоковой модели синхронного электромото-
ра, предложенной в [6].

При изучении динамики механических систем, содержащих электромотор
(гиростат, гироскоп в кардановом подвесе), вместо многотоковой модели син-
хронного электромотора удобно использовать его бестоковую модель [7, 8]. В
настоящей работе с помощью разработанного в [5] подхода получены в явном
виде достаточные условия глобальной устойчивости бестоковой модели синхрон-
ного электромотора.

1. Бестоковая модель синхронного электромотора. Синхронный элек-
тромотор состоит из двух основных частей — статора и вращающегося в нем
ротора. В статоре имеются обмотки провода, на которые подается переменный
электрический ток, создающий магнитное поле, результирующий вектор напря-
женности которого постоянен по модулю и вращается вокруг оси ротора с по-
стоянной угловой скоростью ω > 0. Ротор синхронного электромотора содержит
демпферную обмотку, выполненную в виде "беличьего колеса", и обмотку воз-
буждения, состоящую из большого числа витков провода, на нее через угольные
щетки подается электрический ток. Для описания работы электромоторов могут
использоваться различные системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, структура которых зависит от конструкции электромотора и принятой сте-
пени детализации происходящих в нем процессов [9].

Рассматриваемая в литературе [1, 2] упрощенная бестоковая модель син-
хронного электромотора (с линейным моментом демпфирования и постоянной
нагрузкой) описывается дифференциальным уравнением второго порядка

Cγ̈ = −a0γ̇ − b0 sin γ −M. (1)
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Здесь C — осевой момент инерции ротора; γ = φ − ωt — угол рассогласования
магнитного поля ротора и равномерно вращающегося магнитного поля статора;
−a0γ̇ (a0 > 0) — линейный демпфирующий момент; −b0 sin γ (b0 > 0) — вращаю-
щий момент; −M — момент нагрузки на электромотор, который предполагается
в [2, 6] постоянной отрицательной величиной. В теории фазовых систем вместо
угла γ используется угол θ = −γ.

На практике момент нагрузки является постоянным в редких случаях, на-
пример, при работе подъемного крана. Чаще он имеет диссипативный характер.
В этом случае, объединив диссипативный момент нагрузки с демпфирующим
моментом, создаваемым силами трения, получаем суммарный диссипативный
момент, который будем предполагать непрерывной нечетной монотонно убы-
вающей функцией Md(φ̇) угловой скорости φ̇ вращения ротора электромотора
относительно его статора. В результате этого, вместо (1) имеем более сложную
бестоковую модель синхронного электромотора, которая описывается диффе-
ренциальным уравнением

Cγ̈ = ∆Md(γ̇)− b0 sin γ − c0. (2)

Здесь c0 = −Md(ω) > 0 — постоянная, а момент

∆Md(γ̇) =Md(γ̇ + ω)−Md(ω) (3)

является монотонно убывающей функцией переменной γ̇, так как момент Md(φ̇)
является монотонно убывающей функцией переменной φ̇. Поэтому, при γ̇ ̸= 0
знак этого момента противоположен знаку γ̇:

γ̇∆Md(γ̇) < 0 (γ̇ ̸= 0), ∆Md(0) = 0, (4)

то есть момент ∆Md(γ̇) является диссипативным по отношению к γ̇.
Далее предполагается, что существует постоянная k > 0 такая, что

∆Md(γ̇) ≤ −kγ̇ (γ̇ ≥ 0), ∆Md(γ̇) ≥ −kγ̇ (γ̇ ≤ 0). (5)

Геометрически это предположение означает, что прямая −kγ̇ отделяет график
диссипативного момента ∆Md(γ̇) от горизонтальной оси Oωγ, где Oω — точка
графика момента Md(φ̇), соответствующая значению φ̇ = ω.

Два неравенства (5) эквивалентны одному неравенству γ̇[∆Md(γ̇) + kγ̇] ≤ 0.
Отсюда следует, что при любом γ̇ выполняется неравенство

γ̇∆Md(γ̇) ≤ −kγ̇2, (6)

т. е. график функции γ̇∆Md(γ̇) лежит под параболой −kγ̇2.
В данной работе рассматривается усложненная по сравнению с (1) бестоко-

вая модель синхронного электромотора, описываемая уравнением (2).
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Рассмотрим следующие функции фазовых переменных γ, γ̇ уравнения (2)

W (γ̇) =
1

2
Cγ̇2, E(γ̇) =

1

2
C(ω + γ̇)2,

U(γ) =

γ∫
0

(b0 sinα+ c0) dα = b0(1− cos γ) + c0γ, V (γ, γ̇) =W (γ̇) + U(γ).

(7)
Производные функций W , E, V по времени в силу уравнения (2) равны

Ẇ (γ, γ̇) = γ̇∆Md(γ̇)− γ̇(b0 sin γ + c0), (8)

V̇ (γ̇) = γ̇∆Md(γ̇), (9)

Ė(γ, γ̇) = (ω + γ̇)[∆Md(γ̇)− b0 sin γ − c0]. (10)

Согласно определению (7), функция W является определенно положительной
по отношению к переменной γ̇. Ее можно интерпретировать как кинетическую
энергию рассматриваемой системы, функцию U — как ее потенциальную энер-
гию, а функцию V — как полную энергию. Формула (9) выражает теорему об
изменении энергии.

Условием существования стационарного решения (γ, γ̇) = (γ0, 0) уравнения
(2) является выполнение при γ = γ0 тригонометрического соотношения

b0 sin γ + c0 = 0. (11)

Далее предполагается, что
c0/b0 < 1. (12)

Тогда условие (11) определяет для уравнения (2) два счетных семейства стаци-
онарных решений

(γ, γ̇) = (ds, 0), s = 0,±1,±2, . . . ; (13)

(γ, γ̇) = (es, 0), s = 0,±1,±2, . . . , (14)

которые соответствуют значениям ds, es угла γ, равным

ds = γ(0) + 2πs, es = γ(1) + 2πs, s = 0,±1,±2, . . . ; (15)

γ(0) = − arcsin c0/b0 ∈ (−π/2, 0), γ(1) = −π − γ(0) ∈ (−π,−π/2). (16)

Основные результаты данной работы получены с помощью теорем Е.А. Бар-
башина и Н.Н. Красовского, а также принципа инвариантности Ж. Ла-Салля,
в которых применяются функции Ляпунова со знакопостоянной отрицатель-
ной производной по времени в силу рассматриваемой системы дифференциаль-
ных уравнений или одного такого уравнения. Для уравнения (2) качестве таких
функций Ляпунова используется функция V (γ, γ̇), определенная в (7), а также
функции, которые отличаются от нее на константу. В теоремах Е.А. Барбашина
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и Н.Н. Красовского предполагается, что множествоM точек фазового простран-
ства уравнения (2), в которых V̇ (γ̇) = 0, не содержит целых фазовых траекторий
этого уравнения, кроме его стационарных точек. Такое предположение необхо-
димо также для получения условий глобальной устойчивости уравнения (2) с
помощью принципа Ла-Салля. Его справедливость установлена в следующей
лемме.

Лемма 1. Пусть дифференциальное уравнение (2) имеет решение

γ(t), γ̇(t) (t ≥ 0), (17)

на котором для определенной в (9) функции V̇ (γ̇) при всех t ≥ 0 выполнено
равенство V̇ (γ̇(t)) = 0. Тогда для этого решения при всех t ≥ 0 выполняются
равенства

γ̇(t) = 0, γ(t) = γ0,

где γ0 — одно из стационарных значений (15) угла γ, определенных уравнением
(11).

Доказательство. Из формулы (9) для V̇ следует, что на решении (17) ра-
венство V̇ (γ̇(t)) = 0 выполняется при всех t ≥ 0 только в том случае, когда

γ̇(t) = 0 (t ≥ 0). (18)

Следовательно, γ(t) = γ0 — величина постоянная. Покажем, что постоянная
γ0 удовлетворяет уравнению (11), которое определяет стационарные значения
угла γ.

На решении (17) определенная в (7) функция E(γ̇) становится функцией
времени E(t). При этом из определения (7) функции E(γ̇) и тождественного
равенства (18) следует, что E(t) = 1

2Cω
2 (t ≥ 0), то есть E(t) — ненулевая

постоянная.
Допустим теперь, что значение γ0 нестационарное, то есть b0 sin γ0 + c0 ̸= 0.

Но на рассматриваемом решении (17), согласно (18), (3), в формуле (10) для Ė
исчезают члены γ̇, ∆Md(γ̇), и тогда из этой формулы следует, что

Ė(t) = −ω(b0 sin γ0 + c0) = const ̸= 0, t ≥ 0.

Таким образом, функция E(t) неограниченно возрастает по модулю при воз-
растании t. Но это противоречит установленному выше факту постоянства ве-
личины E(t) решении (17). Значит, допущение о нестационарности значения γ0
неверно. 2

Теорема 1. Стационарные решения (13) уравнения (3) асимптотически
устойчивы, а стационарные решения (14) — неустойчивы.

Доказательство. Из определения (7) функции U(γ) следует, что при усло-
вии (12) значения ds и es являются, соответственно, точками локальных ми-
нимумов и локальных максимумов этой функции. Поэтому каждая из функ-
ций V1s = V − U(ds) (s = 0,±1,±2, . . . ) определенно положительна по отноше-
нию к возмущениям γ − ds, γ̇ стационарного решения (13), а каждая из функ-
ций V2s = V − U(es) принимает отрицательные значения в сколь угодно малой
окрестности стационарного решения (14).
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Производные V̇1s, V̇2s этих функций по t в силу уравнения (2) совпадают с
производной (9) функции V и поэтому неположительны согласно (4). Согласно
лемме 1, множество точек фазового пространства уравнения (2), где эти произ-
водные равны нулю при всех t ≥ 0, состоит только из стационарных точек (13),
(14). Поскольку стационарные точки изолированы, то в некоторой окрестности
каждой из двух стационарных точек (13), (14) с данным номером s не существу-
ет других решений уравнения (2), для которых V̇1s = 0 или V̇2s = 0 при всех
t ≥ 0.

Поэтому, в соответствии с приведенными в [10] теоремами 5.2 и 6.3 Е.А. Бар-
башина и Н.Н. Красовского, стационарные решения (13) уравнения (2) асимп-
тотически устойчивы, а стационарные решения (15) неустойчивы. Теорема 1
доказана. 2

Теорема 2. В любом решении γ(t), γ̇(t) (t ≥ 0) уравнения (2) функция γ(t)
ограничена сверху при t ≥ 0.

Доказательство. Пусть γ(t), γ̇(t) – решение уравнения (2), определенное при
t ≥ 0, а W (t), U(t), V (t) – определенные в (7) функции W (γ̇), U(γ), V (γ, γ̇), рас-
сматриваемые на этом решении. Изучим на плоскости (γ, V ) кривую (γ(t), V (t))
(t ≥ 0).

Поскольку W (γ̇) ≥ 0 согласно (7), то W (t) ≥ 0 при всех t ≥ 0.
В частности, W (0) ≥ 0. Поэтому в начальный момент t = 0 изображающая

точка (γ(0), V (0)) рассматриваемой кривой расположена выше соответствующей
точки (γ(0), U(0)) графика функции U(t) или совпадает с ней.

Из (9) следует, что V̇ (t) ≤ 0 (t ≥ 0). Поэтому при возрастании t от 0 до
+∞ изображающая точка перемещается, не поднимаясь вверх. Но при этом она
не может сместиться на бесконечное расстояние вправо. Действительно, при
неограниченном смещении вправо и вниз изображающая точка в некоторый мо-
мент времени t′ пересекает график функции U(γ), немонотонно возрастающей
при b0/c0 < 1 и монотонно возрастающей при b0/c0 ≥ 1. Тогда при значениях
t > t′, близких к t, точки рассматриваемой кривой лежат ниже соответствую-
щих точек графика функции U(γ), то есть справедливо неравенство V (t) < U(t).
Но оно, с учетом определения (7) функции V (γ, γ̇), эквивалентно неравенству
W (t) + U(t) < U(t), которое является невыполнимым, поскольку W (t) ≥ 0 при
всех t ≥ 0. 2

2. Принцип инвариантности Ла-Салля и условия его применения
для изучения глобальной устойчивости. При получении условий глобаль-
ной устойчивости уравнения (2) воспользуемся принципом инвариантности Ла-
Салля в виде теоремы VIII из книги [3], сформулированной следующим образом
применительно к отдельно взятому решению системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений.

Теорема 3. Пусть задана автономная система обыкновенных дифференци-
альных уравнений

ẋ = f(x),

где функция f : Rn → Rn непрерывно дифференцируема. Пусть V : Rn → R
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— непрерывно дифференцируемая функция, производная которой по времени в
силу этой системы удовлетворяет условию

V̇ (x) ≤ 0, x ∈ Rn.

Обозначим через M максимальное инвариантное множество, образованное фа-
зовыми траекториями непродолжаемых влево и вправо решений x(t) рассмат-
риваемой системы, для которых V̇ (x(t)) = 0 для всех t из максимального ин-
тервала их существования.

Пусть для решения x(t), t ∈ [0,∞), этой системы выполнены условия:
(1) на решении x(t) функция V (x(t)) ограничена снизу при всех t ∈ [0,∞);
(2) решение x(t) ограничено на промежутке [0,∞).
Тогда решение x(t) неограниченно приближается к M при t→ ∞.
В отличие от теоремы 3, в теореме VIII [3] предполагается, что f(0) = 0,

а функция V (x) со знакопостоянной отрицательной производной V̇ (x) положи-
тельна при всех x ̸= 0. При таких предположениях в теореме VIII [3] доказы-
вается, что каждое ограниченное при t ≥ 0 решение рассматриваемой системы
уравнений с течением времени неограниченно приближается к множеству M
точек фазового пространства, состоящему из фазовых траекторий тех ее реше-
ний, определенных при t ≥ 0, для которых V̇ = 0. Однако точка x = 0 здесь
ничем не выделяется среди других возможных положений равновесия. Поэто-
му предположение, что f(0) = 0, является излишним, и оно не используется в
теореме 3. Кроме того, вместо положительности функции V (x) при x ̸= 0 доста-
точно предположить, что эта функция ограничена снизу на рассматриваемом
решении системы. Это приводит к формулировке принципа Ла-Салля в виде
теоремы 3.

3. Центральная теорема Г.А. Леонова о достаточном условии огра-
ниченности угловой переменной γ. В данной работе для получения условий
глобальной устойчивости используется принцип Ла-Салля в виде теоремы 3 с
функцией V (γ, γ̇), определенной в (7) и имеющей знакопостоянную отрицатель-
ную производную (9) по времени в силу изучаемого здесь уравнения (2). Функ-
ция V (γ, γ̇) не является ограниченной снизу во всем фазовом пространстве, так
как в ее определение входит функция U(γ), которая, согласно (7), содержит ли-
нейный по γ член c0γ. Поэтому для применимости теоремы 3 с такой функцией
V (γ, γ̇) следует найти условия, при которых угол γ ограничен снизу на решениях
уравнения (2). Такие условия для фазовых систем с одной угловой переменной
дает центральная теорема метода сведения Г.А. Леонова, которая изложена в
[1] в виде теоремы 4.4.1.

Для ясности изложения формулировка и подробное доказательство централь-
ной теоремы Г.А. Леонова даны ниже в теореме 4 для уравнения вида (2), тогда
как в [1] эта теорема приведена без указания вида изучаемой фазовой системы. В
рассматриваемой здесь теореме 4 получены достаточные условия, при которых
ограниченность угловой переменной в уравнении (2) при t ∈ [0,+∞) следует из
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ограниченности такой переменной во всех решениях дифференциального урав-
нения

Cγ̈ = −a0γ̇ − b0 sin γ − c0, (19)

где b0, c0 > 0 — известные постоянные параметры в уравнении (2), а вид посто-
янной a0 > 0 конкретизируется в формулировке теоремы.

Приведем основные результаты исследования уравнения вида (19) [1, 11, 12].
Стационарные решения (γ, γ̇) = (γ0, 0), γ0 = const, уравнения (19) опреде-

ляются тригонометрическим уравнением b0 sin γ + c0 = 0. Поэтому в предполо-
жении (12) уравнение (19) имеет два счетных набора стационарных решений,
которые определяются указанными в (13)–(16) значениями ds, es постоянной γ0.

С помощью локального анализа по линейному приближению нетрудно уста-
новить, что стационарные точки (γ, γ̇) = (ds, 0) являются для уравнения (19)
асимптотически устойчивыми особыми точками типа "фокус" или "узел", а точ-
ки (γ, γ̇) = (es, 0) — неустойчивые особые точки типа "седло".

Глобальный анализ уравнения вида (19) дал Ф. Трикоми [11]. Введя без-
размерные параметры a, c > 0 и безразмерную независимую переменную τ по
формулам

a = a0/
√
b0C, c = c0/b0, τ = t

√
b0/C, (20)

он привел уравнение (19) к виду

γ′′ = −aγ′ − sin γ − c, (21)

где штрих означает дифференцирование по τ . Ф. Трикоми установил, что су-
ществует критическое значение параметра a, которое является непрерывной
монотонно возрастающей функцией acr(c) параметра c ∈ (0, 1) и обладает сле-
дующими свойствами [2, 12]. В случае, когда a > acr, каждое решение уравнения
(21) и, соответственно, каждое решение уравнения (19) стремится к одной из его
стационарных точек при t → +∞. При a = acr и a < acr кроме решений, стре-
мящихся к стационарным, существуют решения, вдоль которых угол γ неогра-
ниченно убывает с течением времени. Одно из этих неограниченных решений
является периодическим, а остальные стремятся к нему с течением времени.
Неравенство a > acr, обеспечивающее глобальную устойчивость дифференци-
ального уравнения (21), будем называть условием Трикоми. Для всех этих трех
случаев Ф. Трикоми получил фазовые портреты уравнения (21).

Для функции acr(c) не существует явного выражения, но разными авторами
найдены ее аналитические оценки сверху и снизу (см. [12], с. 122-123). При по-
лучении этих оценок вместо угла γ используют угол θ = −γ. Тогда указанному
в (16) главному стационарному значению γ(0) ∈ (−π/2, 0) угла γ соответству-
ет главное стационарное значение θ0 ∈ (0, π/2) угла θ. Так как θ0 = arcsin c, то
c = sin θ0, и величина acr(c) переходит в функцию acr(θ0) угла θ0 ∈ (0, π/2). В [13]
при помощи компьютерных расчетов построен график функции acr = acr(θ0) и
получены фазовые портреты рассматриваемого уравнения. В [13, 14] для функ-
ции acr = acr(θ0) предложены линейная, параболическая и синусоидальная ап-

12



Условия глобальной устойчивости бестоковой модели синхронного электромотора

проксимации, которые обеспечивают вычисление критических значений с абсо-
лютными и относительными погрешностями порядков 10−2, 10−3 и 10−5 соот-
ветственно.

Приведем теперь теорему, которая является формулировкой центральной
теоремы 4.4.1 [1] метода сведения Г.А. Леонова применительно к уравнению
(2) бестоковой модели синхронного электромотора и дает достаточные условия
ограниченности угла γ в решениях этого уравнения.

Теорема 4. Предположим, что существуют значения постоянных пара-
метров λ, ε > 0 такие, что

1) любое решение исходного эталонного дифференциального уравнения

Cγ̈ + 2
√
λεγ̇ + b0 sin γ + c0 = 0, (22)

где b0, c0 > 0 (c0/b0 < 1) — параметры в уравнении (2), является ограниченным
при t ≥ 0;

2) при всех значениях фазовых переменных γ, γ̇ выполнено неравенство

Ẇ (γ, γ̇) + 2λW (γ̇) + γ̇(b0 sin γ + c0) + εC−1γ̇2 ≤ 0, (23)

где функция W определена в (7).
Тогда в любом решении

γ(t), γ̇(t), t ≥ 0, (24)

уравнения (2) функция γ(t) ограничена на полуоси t ≥ 0.
Доказательство теоремы 4 состоит из четырех частей.
1. Определение и свойства функций Fs(γ) (s = 0,±1,±2, . . . ). Эталонное

уравнение (22) имеет вид изученного Ф. Трикоми уравнения (19), в котором
a0 = 2

√
λε. Согласно изложенным выше результатам Ф. Трикоми, условие 1

теоремы 4 означает, что для уравнения (22) имеет место случай a > acr(c),
где a и c — безразмерные параметры, определенные в (20), c ∈ (0, 1), acr(c) —
критическое значение коэффициента демпфирования a в уравнении вида (21),
полученном после перехода к этим безразмерным параметрам и безразмерному
времени τ в уравнении (22). Фазовый портрет уравнения (22) для такого случая
изображен на рисунке 1.

Этот случай характерен тем, что через каждую седловую точку (γ, γ̇) =
(es, 0) (s = 0,±1,±2, . . . ) уравнения (22) проходит фазовая кривая γ̇ = Fs(γ),
которая не имеет других точек пересечения с осью абсцисс, кроме данной сед-
ловой точки, и уходит на плюс или минус бесконечность при стремлении γ к
минус или плюс бесконечности:

Fs(es) = 0, Fs(γ) → ±∞ (γ → ∓∞). (25)

Вследствие 2π-периодичности правой части уравнения (22) по γ, график
функции Fs(γ) получается из графика функции F0(γ) параллельным сдвигом
на 2πs вдоль оси абсцисс. Поэтому при любом γ выполняются соотношения

Fs(γ + 2πs) = F0(γ) (s = 0,±1,±2, . . . ).
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Рис. 1. Фазовый портрет уравнения упрощенной бестоковой модели синхронного электромо-
тора в случае его глобальной устойчивости

Полагая здесь σ = γ +2πs, приходим к равенству Fs(σ) = F0(σ− 2πs). Заменив
в нем букву σ буквой γ, получаем

Fs(γ) = F0(γ − 2πs) (s = 0,±1,±2, . . . ). (26)

Согласно определению функций Fs(γ), они удовлетворяют уравнению

Cγ̇
dγ̇

dγ
= −2

√
λεγ̇ − b0 sin γ − c0

фазовых траекторий γ̇(γ) уравнения (22), то есть они обращают уравнение фа-
зовых траекторий в тождество по γ:

CFs(γ)
dFs(γ)

dγ
= −2

√
λεFs(γ)− b0 sin γ − c0 (s = 0,±1,±2, . . . ). (27)

Подставив сюда вместо γ функцию γ(t) из решения (24) уравнения (2), получим
тождество по t.

2. Функции Vs и неравенство V̇s + 2λVs ≤ 0. Рассмотрим набор функций

Vs(γ, γ̇) =W (γ̇)− 1

2
CF 2

s (γ) (s = 0,±1,±2, . . . ), (28)

где функция W (γ̇) определена в (7). Покажем, что во всем фазовом простран-
стве для любого номера s выполняется неравенство

V̇s(γ, γ̇) + 2λVs(γ, γ̇) ≤ 0, (29)

где V̇s — производная функции Vs по t в силу уравнения (2).
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Обозначая штрихом дифференцирование по γ и пользуясь формулой (27),
получаем из (28) выражение

V̇s = Ẇ − γ̇CFsF
′
s = Ẇ + γ̇(2

√
λεFs + b0 sin γ + c0).

Поэтому, с учетом (28), имеем

V̇s + 2λVs = Ẇ + 2λW + γ̇(b0 sin γ + c0) + 2γ̇
√
λεFs − λCF 2

s . (30)

Так как λ, ε > 0, то

εC−1γ̇2 − 2γ̇
√
λεFs + λCF 2

s = C−1
(√
εγ̇ −

√
λCFs

)2 ≥ 0,

и поэтому
2γ̇

√
λεFs − λCF 2

s ≤ εC−1γ̇2. (31)

Из соотношений (30), (31) и условия (23) следует, что

V̇s + 2λVs ≤ Ẇ + 2λW + γ̇(b0 sin γ + c0) + εC−1γ̇2 ≤ 0.

Неравенство (29) доказано.
3. Ограниченность переменной γ снизу. Докажем, что при условиях теоремы

4 в любом решении уравнения (2) функция γ(t) ограничена снизу при t ≥ 0. До-
пустим, что это уравнение имеет решение (24), в котором функция γ(t) неогра-
ничена снизу на полуоси t ≥ 0. Так как γ — угловая переменная, без ограничения
общности будем предполагать, что начальное значение γ0 = γ(0) принадлежит
промежутку (e0, e1] длины 2π. Тогда в неограниченном снизу решении непре-
рывная функция γ(t) при t ≥ 0 принимает все значения es с номерами s ≤ 0.
Для каждого номера s ≤ 0 обозначим через ts момент времени, когда функ-
ция γ(t) в первый раз принимает значение es. Функция Fs(γ(t)) в этот момент
времени обращается в нуль:

Fs(γ(ts)) = Fs(es) = 0 (s = 0,−1,−2, . . . ). (32)

В начальный момент t = 0 функция Fs(γ(t)) принимает значение Fs(γ0).
Из формулы (26) получаем равенство Fs(γ0) = F0(γ0 − 2πs). Его правая часть,
согласно (25), стремится к −∞ при γ0−2πs→ +∞, то есть при s→ −∞. Таким
образом,

Fs(γ0) → −∞ (s→ −∞). (33)

Рассмотрим формулы (28), (29) на выбранном решении с неограниченной
снизу функцией γ(t). Воспользовавшись свойством (33), выберем номер s = s0 ≤
0 так, чтобы правая часть формулы (28) оказалась отрицательной при t = 0, то
есть чтобы для функции Vs0(t) выполнялось неравенство
Vs0(0) < 0. При s = s0 неравенство (29) принимает на рассматриваемом ре-
шении вид V̇s0(t) exp(2λt) ≤ 0 (t ≥ 0), откуда при Vs0(0) < 0 следует, что

Vs0(t) ≤ Vs0(0) exp(−2λt) < 0, t ≥ 0. (34)
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С другой стороны, полагая s = s0 в (32), имеем Fs0(γ(ts0)) = Fs0(es0) = 0. От-
сюда, с учетом определения (28) функций Vs, следует, что Vs0(ts0) =W (ts0). Но
функция W неотрицательна согласно ее определению (7). Поэтому справедливо
неравенство Vs0(ts0) ≥ 0, которое противоречит (34). Полученное противоречие
означает, что допущение о неограниченности функции γ(t) снизу неверно.

4. Ограниченность переменной γ сверху установлена в теореме 2 без исполь-
зования предположений теоремы 4. □

4. Получение условий глобальной устойчивости бестоковой модели
синхронного электромотора при помощи центральной теоремы Лео-
нова. Найдем условия на параметры λ, ε, обеспечивающие выполнение предпо-
ложений теоремы 4. Пользуясь ими, получим достаточные условия ограничен-
ности решений уравнения (2) по обеим фазовым переменным γ, γ̇, а затем с по-
мощью принципа Ла-Салля установим достаточные условия глобальной устой-
чивости этого уравнения.

4.1. Применение центральной теоремы Леонова для получения
условий ограниченности угловой переменной. Условием 2 теоремы 4 яв-
ляется неравенство (23). Подставим в его левую часть выражения (7), (8) функ-
ций W, Ẇ и затем, воспользовавшись верхней оценкой (6) функции γ̇∆Md(γ̇),
потребуем, чтобы полученное в результате выражение было неположительным.
Приходим к неравенству (−k + λC + εC−1)γ̇2 ≤ 0, эквивалентному неравенству
(23). Оно выполняется при всех значениях γ̇ только в случае, когда параметры
λ, ε удовлетворяют неравенству λC + εC−1 ≤ k. Его анализ приводит к такому
выводу.

Лемма 2. Пусть существует постоянная k > 0 такая, что для диссипа-
тивного момента ∆Md(γ̇) выполнены линейные оценки (5), и пусть значения
ε1, λ1 > 0 и точки X,Y плоскости (λ, ε) определены формулами

ε1 = kC, λ1 = kC−1,

X = (0, ε1), Y = (λ1, 0).

Тогда множество D0 значений параметров λ, ε > 0, удовлетворяющих усло-
вию 2 теоремы 4, непусто, и оно содержит множество D, которое состоит из
точек плоскости (λ, ε), лежащих внутри прямоугольного треугольника OXY
и на его стороне XY (рис. 2).

Лемма 2 позволяет заменить в теореме 4 предположение о существовании
значений параметров λ, ε, обеспечивающих выполнение условия 2, конкретным
указанием области изменения этих параметров, в которой выполнено данное
условие.

Рассмотрим теперь условие 1 теоремы 4. Определение (20) безразмерных па-
раметров a, c в случае эталонного уравнения (22) принимает вид a = d(λ, ε)/

√
b0C,

c = c0/b0, где d(λ, ε) = 2
√
λε. Согласно результатам Ф. Трикоми, условие 1

ограниченности решений уравнения (22) в теореме 4 означает, что для это-
го уравнения имеет место случай a > acr(c), то есть выполнено неравенство
d(λ, ε)/

√
b0C > acr(c).
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Рис. 2. Область D значений параметров λ, ε.

Если такое неравенство выполнено в некоторой точке (λ, ε) ∈ D, то оно тем
более выполнено в точке (λmax, εmax) ∈ D, в которой функция d(λ, ε) принимает
свое максимальное значение dmax в треугольной области D. Если же указанное
неравенство не выполнено ни в одной точке области D, то оно, в частности,
не выполнено и в точке (λmax, εmax). Таким образом, справедливо следующее
утверждение.

Лемма 3. Точка (λ, ε) ∈ D, в которой для эталонного уравнения (22) выпол-
нено условие Трикоми d(λ, ε)/

√
b0C > acr(c) ограниченности его решений, суще-

ствует только в том случае, когда выполнено неравенство dmax/
√
b0C > acr(c),

где dmax — максимум функции d(λ, ε) = 2
√
λε в области D.

Чтобы найти dmax, заметим, что при любом K > 0 функция d(λ, ε) = 2
√
λε

строго монотонно возрастает вдоль луча ε = Kλ (λ ≥ 0), идущего на плоско-
сти (λ, ε) из начала координат в первый квадрант. Поэтому свое максимальное
значение dmax в выпуклой области D функция d(λ, ε) принимает на "северо-
восточной" границе этой области, то есть на отрезке XY (рис. 2).

На этом отрезке функция d(λ, ε) становится функцией d0(λ) = 2
√
λC(k − λC)

переменной λ ∈ [0, k/C]. Ее производная по λ равна d′0(λ) =
= C(k − 2λC)/

√
λC(k − λC), и она обращается в ноль при значении λ = λ0 =

= k/2C, которое соответствует середине отрезка XY . При этом слева от точки
λ = λ0 производная d′0(λ) отрицательна, а справа — положительна. Следователь-
но, значение λ0 соответствует точке максимума функции d0(λ) при λ ∈ [0, k/C],
а значит, и точке максимума функции d(λ, ε) в допустимой области D. Подста-
вив значение λ = λ0 = k/2C в формулу для d0(λ), находим максимум dmax = k
функции d0(λ) по λ, равный максимуму dmax функции d(λ, ε) в области D.

В результате приходим к такому выводу.
Лемма 4. Для функции d(λ, ε) = 2

√
λε, являющейся коэффициентом дисси-

пативного момента в уравнении (22), ее максимум в области D достигается
в середине отрезка XY (рис. 2), и он равен

dmax = k. (35)
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Воспользовавшись леммами 2, 3, 4, получаем из теоремы 4 следующий кри-
терий ограниченности угла γ для решений уравнения (2), где в эталонном урав-
нении вместо коэффициента d(λ, ε) = 2

√
λε, зависящего от неопределенных па-

раметров λ, ε, используется его известное максимальное значение (35).
Теорема 5. Пусть момент нагрузки ∆Md(γ̇) удовлетворяет линейным

оценкам (5) и пусть для финального эталонного дифференциального уравнения

Cγ̈ + dmaxγ̇ + b0 sin γ + c0 = 0, (36)

где dmax = k, выполнено неравенство Трикоми dmax/
√
b0C > acr(c), где c =

c0/b0 < 1.
Тогда в любом решении (24) уравнения (2) функция γ(t) является ограни-

ченной при t ≥ 0.
4.2. Теорема о глобальной устойчивости. Докажем, что для любого

решения уравнения (2) в случае ограниченности угловой переменной γ огра-
ниченной является и переменная γ̇. Для обеспечения ограниченности угла γ
достаточно принять условия теоремы 4. Таким образом, необходимо доказать
следующую лемму.

Лемма 5. Пусть выполнены условия теоремы 5. Тогда любое решение (24)
уравнения (2) при t ≥ 0 ограничено по обеим фазовым переменным γ, γ̇.

Доказательство. Из определения (7) функции U(γ) и формул (15), (16)
следует, что при условии (12) значения γ = ds (s = 0,±1,±2, . . . ) соответ-
ствуют точкам локальных минимумов этой функции, а значения γ = es (s =
0,±1,±2, . . . ) — точкам ее локальных максимумов.

При доказательстве ограниченности функции γ(t) снизу в теореме 4 для
этой функции выводится оценка снизу γ(t) ≥ es0 (t ≥ 0), где номер s0 ≤ 0 точки
максимума функции U(γ) определяется в ходе доказательства. Слева и справа
от точки локального максимума γ = es0 функции U(γ) расположены точки γ =
ds0−1 и γ = ds0 ее локальных минимумов. При этом значение γ = ds0 является
точкой минимума функции U(γ) на всей полуоси γ ≥ es0 . Следовательно, на
рассматриваемом в теореме 4 решении (24) уравнения (2) функция

∆U(γ) = U(γ)−U(ds0) =

γ∫
ds0

(b0 sinσ+c0) dσ = b0(cos ds0−cos γ)+c0(γ−ds0) (37)

неотрицательна на этой полуоси ∆U(γ) ≥ 0, γ ≥ es0 .
Рассмотрим функцию v(γ, γ̇) =W (γ̇)+∆U(γ). Она лишь на константу отли-

чается от функции V (γ, γ̇), определенной в (7), и поэтому имеет такую же про-
изводную (9) по t в силу уравнения (2) v̇(γ̇) = γ̇∆M(γ̇). Поскольку γ̇∆M(γ̇) ≤ 0
согласно (4), то v̇ ≤ 0. Поэтому на решении уравнения (2) функция v не превос-
ходит своего начального значения, то есть фазовые переменные принадлежат
множеству

Ω =
{
(γ, γ̇) :W (γ̇) + ∆U(γ) ≤ v0

}
, (38)
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где v0 = W (γ̇0) + ∆U(γ0) — значение функции v в начальный момент t = 0. Из
неотрицательности функций W,∆U следует, что v0 ≥ 0, и тогда из (38) следует,
что на решении уравнения (2) выполняются два неравенства

W (γ̇) ≤ v0, ∆U(γ) ≤ v0. (39)

Согласно определению (7), функция W является определенно положительной
по отношению к переменной γ̇. Поэтому первое из неравенств (39) выполняется
только для значений этой переменной, удовлетворяющих условию γ̇2 ≤ ρ2, где
ρ > 0 — конечная величина. Второе неравенство (39) с учетом выражения (37)
для ∆U приводит к еще одному доказательству ограниченности функции γ(t)
сверху. 2

Докажем теперь следующую лемму.
Лемма 6. Пусть функция V определена по формуле (7), и пусть M —

множество точек фазового пространства (γ, γ̇) уравнения (2), состоящее из
целых фазовых траекторий всех решений этого уравнения, определенных на
полуоси t ≥ 0 и удовлетворяющих условию V̇ = 0.

Множество M состоит только из стационарных точек уравнения (2).
Доказательство. Из формулы (9) для V̇ с учетом неравенства (4) следует,

что инвариантное множество M образовано целыми фазовыми траекториями,
для которых γ̇ = 0. Согласно лемме 1, это множество состоит из стационарных
точек γ = γ0, γ̇ = 0 уравнения (2). Выше установлено, что множество стаци-
онарных точек данного уравнения при c = c0/b0 < 1 состоит из двух счетных
подмножеств, соответствующих значениям ds, es (s = 0,±1,±2, . . . ) постоянной
γ0, определенным в (15), (16). 2

В теореме 5 даны условия ограниченности решений уравнения (2) по пере-
менной γ. Далее, в лемме 4 установлено, что из ограниченности решений урав-
нения (2) по переменной γ следует их ограниченность и по переменной γ̇.

Тогда из принципа Ла-Салля (теорема 3) с функцией Ляпунова V , опре-
деленной в (7), следует, что при выполнении условий теоремы 4 всякое ре-
шение уравнения (2) с течением времени неограниченно приближается к ин-
вариантному множеству M . Согласно лемме 6, множество M — это множе-
ство стационарных точек уравнения (2). Поскольку расстояния между любы-
ми двумя точками множества M ограничены снизу положительной постоянной
min(d0 − e0, e1 − d0) > 0, то стремление решения к M означает, что оно стре-
мится к одной из стационарных точек. При этом, как показывает теорема 1, на
2π-периоде изменения угла γ существует одна локально асимптотически устой-
чивая и одна неустойчивая стационарная точка.

Таким образом, при помощи теоремы Леонова (теорема 4) и принципа Ла-
Салля (теорема 3) получены следующие условия глобальной устойчивости бес-
токовой модели синхронного электромотора при нелинейном диссипативном мо-
менте нагрузки.

Теорема 6. Пусть для дифференциального уравнения (2), описывающего
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бестоковую модель синхронного электромотора, выполнены следующие усло-
вия:

1) для коэффициентов b0, c0 в этом уравнении выполнено неравенство (12);
2) нелинейный момент нагрузки ∆Md(γ̇) удовлетворяет указанным в (5)

линейным оценкам с коэффициентом k ≥ 0;
3) для финального эталонного дифференциального уравнения (36) при

dmax = k выполнено условие глобальной устойчивости Трикоми
dmax/

√
b0C > acr(c), c = c0/b0 < 1.

Тогда уравнение (2) глобально устойчиво.
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Global stability conditions for the no-current model of the synchronous electric motor
under nonlinear load moment.

With use of earlier developed approach, based on Leonov’s nonlocal reduction method, global
stability conditions are obtained for the no-current model of the synchronous electric motor under
nonlinear dissipative load moment.
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