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Учет параметрической неопределенности в модели температурных воздействий

методики для анализа отдельных вариантов постановки исследуемой проблемы.
Ключевые слова: полый изотропный шар, термоупругое деформирование, температур-
ные внешние воздействия, учет неконтрастности параметров, теоретический численно-
аналитический алгоритм, аппарат нечетко-множественных вычислений, эвристический прин-
цип расширения.

Введение. Деформируемые объекты в форме полого шара (сферической
оболочки), подверженные интенсивным температурным воздействиям, представ-
ляют собой весьма распространенный класс ответственных технологических кон-
струкционных элементов с широким спектром прикладного применения в ма-
шинах, приборах и строительных сооружениях, в качестве резервуаров в обо-
рудовании химических и пищевых производств, в качестве элементов аэрокос-
мической техники [1–6]. Соответственно масштабам их применения и уровню
требований к прочности и надежности, проектирование подобных конструкций
должно включать все более эффективные прочностные расчетные алгоритмы.
Одним из направлений их совершенствования является корректный учет пара-
метрической неопределенности исходных характеристик рассматриваемых мо-
делей, наличие разбросов в экспериментальных данных о свойствах конструк-
ционных материалов, вариативность оценок для характеристик, определяемых
на основе субъективных экспертных заключений, наличие проектных техноло-
гических допусков для исходных физико-механических и геометрических па-
раметров моделей. Потенциально применимое для этого использование методов
вероятностно-стохастического анализа, при всей его эффективности, устанавли-
вает требования к характеру исходной информации о неконтрастных исходных
параметрах, которые не всегда достижимы на практике. В этой связи, актуаль-
ной остается разработка подходов к учету параметрической неопреленности в
моделях термомеханического деформирования шаровидных конструкций с ме-
нее жесткими требованиями к неконтрастной исходной информации о разбро-
сах значений исходных параметров. Вариантом решения охарактеризованной
проблемы является применение аппарата теории нечетких множеств, в связи с
чем цель данной работы заключается в разработке и апробации методики учета
параметрической неопределенности в модели обусловленного внутренним нагре-
вом термоупругого состояния полого шара, базирующейся на аппарате нечетких
вычислений [7–8] и применении эвристического принципа расширения в процес-
се перехода к нечетко-множественным аргументам в расчетных соотношениях
детерминистической версии рассматриваемой модели [9–10].
1. Расчетные соотношения детерминистической версии модели. В

рамках представленных в работах [2–6] исследований математических моделей
термоупругого состояния сферических оболочек, данные конструкции рассмат-
риваются в сферических координатах Oρθϕ с полюсом, размещаемым в геомет-
рическом центре шара, а внутренняя и внешняя граничные поверхности соот-
ветственно имеют уравнения ρ = a и ρ = b. В рамках предположения о полярно
симметричных стационарных температурных воздействиях на внутреннюю по-
верхность полой сферы, на ней предполагается задание параметра температуры
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Ta, а температура внешней поверхности полагается равной нулю. Напряжения
σρρ на граничных поверхностях ρ = a и ρ = b отсутствуют. При этом рас-
пределение интенсивности температурного поля T (ρ) по толщине оболочки из
материала с модулем Юнга E, коэффициентом Пуассона ν и коэффициентом
теплового расширения αs, описывается [6] представлением

T (ρ) = Taa(b/ρ− 1))(b− a)−1. (1)

Компоненты полей напряжений σρρ и σθθ в области между граничными поверх-
ностями при рассматриваемых граничных условиях имеют выражения

σρρ = λab(b3 − a3)−1(a+ b+ (a2 + ab+ b2)ρ−1 + a2b2/ρ3), (2)

σθθ = λab(b3 − a3)−1(a+ b+ (a2 + ab+ b2)(2ρ)−1 + a2b2/(2ρ3)), (3)

где
λ = ETaαs(1− ν)−1. (4)

2. Нечетко-множественный анализ неконтрастности исходных па-
раметров модели. В качестве базирующегося на теории нечетких множеств
подхода к анализу влияния факторов параметрической неопределенности, в
представляемой работе применяется поэтапное фрагментированное использова-
ние аппарата алгебры нечетких величин и модифицированная α–уровневая фор-
ма эвристического принципа расширения. Для всех исходных параметров – ар-
гументов расчетных соотношений (1)–(4) детерминистической версии рассмат-
риваемой модели, вводятся нечетко-множественные аналоги ã, b̃, Ẽ, α̃s, ν̃, T̃a.
Для исходных неконтрастных параметров рассматриваемой модели получение
соответствующих нечетко-множественных величин на базе имеющихся экспери-
ментальных и экспертных данных реализуется на основе выбора типа нечетко-
множественного описания с применением комплекса методик фаззификации [7].
Неконтрастные экзогенные параметры ã, b̃, Ẽ, α̃s, ν̃, T̃a оговоренного типа, а
также промежуточные и выходные расчетные параметры λ̃, T̃ , σ̃ρ, σ̃θ, пред-
ставляются разложениями по множествам α–уровней. Так, в случае описания
исходных величин ã, b̃, Ẽ, α̃s, ν̃, T̃a несимметричными квазигауссовыми нор-
мальными нечеткими числами, вводимые представления имеют форму

ã =
⋃

α∈[0,1]
[aα, aα],

aα = m∗a − σ∗la(lnα−2)1/2, aα = m∗a + σ∗ra(lnα−2)1/2;

b̃ =
⋃

α∈[0,1]
[bα, bα],

bα = m∗b − σ∗lb(lnα−2)1/2, bα = m∗b + σ∗rb(lnα−2)1/2;

(5)
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Ẽ =
⋃

α∈[0,1]
[Eα, Eα],

Eα = m∗E − σ∗lE(lnα−2)1/2, Eα = m∗E + σ∗rE(lnα−2)1/2;

α̃s =
⋃

α∈[0,1]
[αsα, αsα],

αsα = m∗αs − σ∗lαs(lnα
−2)1/2, αsα = m∗αs + σ∗rαs(lnα

−2)1/2;

ν̃ =
⋃

α∈[0,1]
[να, να],

να = m∗ν − σ∗lν(lnα−2)1/2, να = m∗ν + σ∗rν(lnα−2)1/2;

T̃a =
⋃

α∈[0,1]
[T aα, T aα],

T aα = m∗Ta − σ∗lTa(lnα
−2)1/2, T aα = m∗Ta + σ∗rTa(lnα

−2)1/2.

В случае описания ã, b̃, Ẽ, α̃s, ν̃, T̃a треугольными нечеткими числами с
соответствующими кортежами реперных точек

ã = (a1, a2, a3), b̃ = (b1, b2, b3), Ẽ = (E1, E2, E3),

α̃s = (αs1, αs2, αs3), ν̃ = (ν1, ν2, ν3), T̃a = (Ta1, Ta2, Ta3),
(6)

в их представлениях разложениями по множествам α – уровней

aα = (1− α)a1 + αa2, aα = αa2 + (1− α)a3;

bα = (1− α)b1 + αb2, bα = αb2 + (1− α)b3;

Eα = (1− α)E1 + αE2, Eα = αE2 + (1 − α)E3;

αsα = (1− α)αs1 + ααs2, αsα = ααs2 + (1− α)αs3;

να = (1− α)ν1 + αν2, να = αν2 + (1− α)ν3;

T aα = (1− α)Ta1 + αTa2, T aα = αTa2 + (1− α)Ta3.

(7)

Для промежуточных и выходных расчетных параметров далее также использу-
ются представления в виде разложений по множествам α–уровней

λ̃ =
⋃

α∈[0,1]
[λα, λα], T̃ (ρ) =

⋃
α∈[0,1]

[Tα(ρ), Tα(ρ)],

σ̃ρρ(ρ) =
⋃

α∈[0,1]
[σρρα(ρ), σρρα(ρ)], σ̃θθ(ρ) =

⋃
α∈[0,1]

[σθθα(ρ), σθθα(ρ)].

(8)
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В разрабатываемом расчетном алгоритме используется модифицированный α–
уровневый вариант эвристического принципа расширения [8–10], в процессе при-
менения которого учитываются оценки, получаемые на основе дополнительных
исследований, и справедливые во всех областях определения соответствующих
параметров-аргументов

∂T/∂Ta ≥ 0, ∂T/∂a ≥ 0, ∂T/∂b ≥ 0; (9)

∂λ/∂Ta ≥ 0, ∂λ/∂ν ≥ 0, ∂λ/∂αs ≥ 0, ∂λ/∂E ≥ 0; (10)

∂σρρ/∂Ta ≥ 0, ∂σρρ/∂E ≥ 0, ∂σρρ/∂αs ≥ 0, ∂σρρ/∂ν ≥ 0; (11)

∂σθθ/∂Ta ≥ 0, ∂σθθ/∂E ≥ 0, ∂σθθ/∂αs ≥ 0, ∂σθθ/∂ν ≥ 0. (12)

С учетом оценок (9)–(12) можно получить следующие расчетные соотноше-
ния:

λα = TααEααsα(1− να)
−1, λα = TααEααsα(1− να)

−1; (13)

Tα(ρ) = T aαaα(bα/ρ− 1))(bα − aα)
−1,

Tα(ρ) = T aαaα(bα/ρ− 1))(bα − aα)
−1;

(14)

σρρα = inf
a∈[aα, aα]
b∈[bα, bα]

λαab(b
3 − a3)−1(a+ b+ (a2 + ab+ b2)ρ−1 + a2b2/ρ3),

σρρα = sup
a∈[aα, aα]
b∈[bα, bα]

λαab(b
3 − a3)−1(a+ b+ (a2 + ab+ b2)ρ−1 + a2b2/ρ3);

(15)

σθθα = inf
a∈[aα, aα]
b∈[bα, bα]

λαab(b
3 − a3)−1(a+ b+ (a2 + ab+ b2)(2ρ)−1 + a2b2/(2ρ3)),

σθθα = sup
a∈[aα, aα]
b∈[bα, bα]

λαab(b
3 − a3)−1(a+ b+ (a2 + ab+ b2)(2ρ)−1 + a2b2/(2ρ3)).

(16)

В случае описания исходных неконтрастных параметров треугольными нечет-
кими числами, кортежи реперных значений представления для нечетко-множе-
ственных характеристик λ̃, T̃ (ρ) могут быть также найдены с применением пра-
вил арифметики нечетких чисел данного типа [7–8] в форме
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λ̃ = (λ1, λ2, λ3), (17)

λ1 = Ta1E1αs1(1− ν1)
−1, λ2 = Ta2E2αs2(1− ν2)

−1,

λ3 = Ta3E3αs3(1− ν3)
−1;

T̃ (ρ) = (T1(ρ), T2(ρ), T3(ρ)), (18)

T1(ρ) = Ta1a1(b1/ρ− 1))(b3 − a1)
−1,

T2(ρ) = Ta2a2(b2/ρ− 1))(b2 − a2)
−1,

T3(ρ) = Ta3a3(b3/ρ− 1))(b1 − a3)
−1.

Расчетные соотношения (13)–(18) и представляют разработанный алгоритм
учета параметрической неопределенности в модели термоупругого состояния на-
греваемого по внутренней поверхности полого шара, базирующийся на аппарате
нечетких вычислений.
3. Результаты вычислительных экспериментов. Численное моделиро-

вание с применением разработанного подхода реализовано применительно к
сферической конструкции из стали без учета возможных разбросов в разме-
рах a = 1.20 L∗, b = 1.240 L∗, L∗ = 1 м, неконтрастные физико-механические
параметры которой, в случае их описания треугольными нечеткими числами
Ẽ, α̃s, ν̃, задавались в виде

Ẽ = (19.7E∗, 20.0E∗, 20.6E∗), α̃s = (11A∗, 14A∗, 18A∗),

ν̃ = (0.29, 0.3, 0.305), E∗ = 10 4МПа, A∗ = 10−6град−1.
(19)

Параметр внешнего температурного воздействия в рассматриваемом случае име-
ет представление

T̃a = (145 T∗, 150 T∗, 165 T∗), T∗ = 1◦C. (20)

Исследование данного варианта модели проведено на базе расчетного алгорит-
ма, реализуемого с использованием соотношений (13)–(16) без учета неконтраст-
ности геометрических параметров a и b. Последовательно определяемые дис-
кретные описания нечетко-множественных выходных характеристик исследуе-
мой модели граничными значениями интервалов α – уровней для ρm = (a+ b)/2
представлены в таблице 1, и позволяют для данного варианта исходных пара-
метров оценивать разбросы вычисляемых эндогенных показателей относитель-
но соответствующих модальных значений. Вычисляемые модальные значения
оцениваемых неопределенных характеристик для трех значений ρ из интервала
ρ ∈ [a, b] даны в таблице 2. Рассчитанные профили функций принадлежности
для нечетко-множественных характеристик T̃ (ρ), σ̃ρρ(ρ), σ̃θθ(ρ) при значениях
параметра ρ1 = 0.9a + 0.1b, ρ2 = 0.5a + 0.5b, ρ3 = 0.1a + 0.9b представлены на
рисунках 1–9.
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Таблица 1.

Значения α

Эндогенные термомеханические расчетные характеристики
Tα(ρm),

C◦
Tα(ρm),

C◦
σρρα(ρm),

МПа
σρρα(ρm),

МПа
σθθα(ρm),

МПа
σθθα(ρm),

МПа
0 71.31 81.15 -7.21 -3.63 0.60 1.20
0.05 71.43 80.78 -7.09 -3.69 0.61 1.18
0.1 71.56 80.41 -6.96 -3.75 0.62 1.16
0.15 71.68 80.04 -6.84 -3.81 0.64 1.14
0.2 71.80 79.67 -6.72 -3.87 0.65 1.12
0.25 71.93 79.30 -6.60 -3.94 0.66 1.10
0.3 72.05 78.93 -6.48 -4.00 0.67 1.08
0.35 72.17 78.57 -6.36 -4.06 0.68 1.06
0.4 72.30 78.20 -6.24 -4.13 0.69 1.04
0.45 72.42 77.83 -6.12 -4.19 0.70 1.02
0.5 72.54 77.46 -6.01 -4.25 0.71 1.00
0.55 72.66 77.09 -5.89 -4.32 0.72 0.98
0.6 72.79 76.72 -5.78 -4.38 0.73 0.96
0.65 72.91 76.35 -5.67 -4.45 0.74 0.94
0.7 73.03 75.98 -5.56 -4.51 0.75 0.93
0.75 73.16 75.61 -5.45 -4.58 0.76 0.91
0.8 73.28 75.25 -5.34 -4.65 0.77 0.89
0.85 73.40 74.88 -5.23 -4.71 0.79 0.87
0.9 73.52 74.51 -5.13 -4.78 0.80 0.85
0.95 73.65 74.14 -5.02 -4.85 0.81 0.84
1.0 73.77 73.77 -4.92 -4.92 0.82 0.82

Таблица 2.

Значения ρi
Модальные значения неконтрастных эндогенных характеристик

T̃∗(ρi), C◦ σ̃ρρ∗(ρi), МПа σ̃θθ∗(ρi), МПа
0.9 a+ 0.1 b 134.55 -1.825 -243.85
0.5 a+ 0.5 b 73.77 -4.916 0.82
0.1 a+ 0.9 b 14.56 -1.717 236.05

Рис. 1. Профиль функции принадлежности μT̃ (ρ1)
(T )
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Рис. 2. Профиль функции принадлежности μσ̃ρρ(ρ1)(σρρ)

Рис. 3. Профиль функции принадлежности μσ̃θθ(ρ1)(σθθ)

Рис. 4. Профиль функции принадлежности μT̃ (ρ2)
(T )
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Рис. 5. Профиль функции принадлежности μσ̃ρρ(ρ2)(σρρ)

Рис. 6. Профиль функции принадлежности μσ̃θθ(ρ2)(σθθ)

Рис. 7. Профиль функции принадлежности μT̃ (ρ3)
(T )
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Рис. 8. Профиль функции принадлежности μσ̃ρρ(ρ3)(σρρ)

Рис. 9. Профиль функции принадлежности μσ̃θθ(ρ3)(σθθ)

Анализ полученных расчетных данных указывает на сопоставимость пре-
дельных величин разбросов на интервалах носителей для экзогенных и эндо-
генных нечетко-множественных величин.
Заключение. Результатом представленных в работе исследований является

осуществленная разработка и количественная цифровая апробации численно-
аналитической методики учета параметрической неопределенности в модели
стационарного термоупругого состояния полого изотропного шара, обусловлен-
ного равномерным нагревом внутренней полости с поддержанием на ее поверх-
ности постоянной температуры. Методика базируется на аппарате нечетких вы-
числений и применении эвристического принципа расширения в процессе пере-
хода к нечетко-множественным аргументам в расчетных соотношениях, полу-
ченных для детерминистической версии рассматриваемой модели.

Исследования проводились по теме государственного задания в ФГБОУ ВО
«ДонГУ» (код FRRE-2023-0001).
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S.B. Nombre, D.D. Polyansky, S.V. Storozhev, Tran Ba Le Hoang
Taking into account parametric uncertainty in the model of temperature effects on the
inner surface of an elastic hollow ball.

The development of a fuzzy-set methodology for taking into account parametric uncertainty in the
form of scatters in the values of the initial physical-mechanical and geometric characteristics in the
calculation model of the thermoelastic state of a hollow isotropic ball is presented, including the use
of fuzzy calculation apparatus and the heuristic principle of expansion in the process of transition to
fuzzy-set arguments in the calculation relations of the deterministic versions of the analyzed model.
The results of applying the developed methodology for individual options for setting the problem
under study are considered.

Keywords: hollow isotropic ball, thermoelastic deformation, external temperature influences,
non-contrast parameters, theoretical numerical-analytical algorithm, fuzzy set calculation apparatus,
heuristic expansion principle.
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